Digitalis sziirok

Allamvizsga-tétel

Kivonat

A tétel a diszkrét idejii, linedris, invarians rendszerek elméletének keretében targyalja a digitalis
szlirék fogalméat, osztdlyozasat, leirdsi mddjait (rendszeregyenlet, impulzusvélasz, atviteli
karakterisztika, z-tartoménybeli atviteli fiiggvény), valamint tervezési és realizaldsi méodszereit.
Bemutatdsra keriil a véges (FIR) és végtelen (IIR) impulzusvalaszi sziir6k osszehasonlitdsa, az
ablakozasos FIR-tervezés, a bilinearis transzforméacion alapuld ITR-tervezés, tovabba a stabilitds
kérdése a z-sik polus-zérus elrendezésén keresztiil. A jellésrendszer Kuczmann Miklés Jelek és
rendszerek c. tankonyvét kéveti.
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1. Bevezetés és motivacio

Egy sziré olyan rendszer, amely a bemeneti (gerjesztd) jel egyes frekvenciakomponenseit atengedi,
masokat elnyom vagy médosit. Folytonos idejii (analég) sziir6k esetén ezt a feladatot passziv vagy
aktiv dramkori elemekkel (ellenallas, kondenzator, tekercs, miiveleti erésité) realizaljuk. Digitdlis
sziirorol akkor beszéliink, amikor a sziirési miiveletet egy diszkrét idej, linearis, invarians rendszer
valdsitja meg szamitégép, mikrokontroller, DSP processzor vagy FPGA segitségével, a bemeneti
és kimeneti jelek pedig Ts mintavételi periddusit szamsorozatok.

A digitalis sziir6k elényei az analég megfelelékkel szemben:

Pontossag és reprodukalhatésag: az egyilitthatok numerikus értékek, nincs alkatrészszoras,
hofokfiiggés, dregedés.

Tetszobleges karakterisztika: linedris fazismenet, tetszolegesen meredek dtmeneti tartomany
elérheto.

Adaptivitas: az egyttthatok futds kozben hangolhaték (LMS, RLS, Kalman-sziiré stb.).

Nagy dinamikatartomany: lebeg6pontos aritmetikaval gyakorlatilag korlatlan.

Hatrany a véges szokinccsel jaré kvantalasi zaj, az aritmetikai miiveletek véges sebessége (minta-
vételi frekvencia fels6 korlatja), valamint az anal6g-digitélis atalakitok (ADC/DAC) sziikségessége
a folytonos idejli vilag felé.

A digitalis jelfeldolgozas lancolatanak sematikus felépitése:

ADC, Ts digitalis sziir6 DAC, tarté, simit6 szlirg

Sa(t) s[k] y[k] Ya(t).



2. Diszkrét idejii, linearis, invarians rendszerek

2.1. Alapfogalmak

Diszkrét idejii (DI) jel egy Z — R (vagy C) leképezés, amelyet s[k] alakban jeloliink, ahol k € Z
az litem (mintavételi index). Egy diszkrét idejii rendszer egy T{:-} operdtor, amely az s[k]
gerjesztéshez egy y[k] valaszjelet rendel:

ylk] = T{s[k]}. (1)
A vizsgélt rendszerek tulajdonsagai:
Linearitas

Tetszbleges a, § € C és s1[k], s2[k] jelekre T{asy + Bse} = aT{s1} + BT {s2}.

Invariancia
(idSfiiggetlenség) Ha y[k] = T{s[k]}, akkor tetszéleges K € Z eltolasra T{s[k— K]} = y[k — K].

Kauzalitas

y[k] csak az s[i], i < k értékektél fiigg.
Stabilitas

Korlatos bemenetre korlatos kimenet (BIBO).

2.2. Az impulzusvalasz és a konvoliicid

A k] egységimpulzusra adott vilaszt a rendszer impulzusvdlaszinak (vagy sulyfiiggvényének)
nevezziik:

1, k=0
0, k#£0

Mivel tetszOleges s[k] jel eléllithaté eltolt egységimpulzusok linedris kombinacidjaként,

wlk] = T{o[K]}, o[k = { (2)

o0

sk = > s[i] 6k —dl, (3)

1=—00

a linearitas és az invaridns tulajdonsig alapjan a valasz:

o0

ylk] = Z slijwlk —i] = s[k] * w[k]. (4)

1=—00

A x operator a diszkrét idejd konvolicio. Tulajdonsdgai: kommutativ, asszociativ, disztributiv.
Kauzalis rendszer és belépd gerjesztés esetén a konvoltcids Gsszeg véges:

k k

ylk] = sliwlk —i] = Y wlp] s[k - p]. (5)
i=0 p=0

Az impulzusvalasz tehat teljes mértékben jellemzi a rendszert — ez a digitalis
szirGtervezés egyik kulcsfontossagu felismerése.
2.3. A rendszeregyenlet (differenciaegyenlet)

A diszkrét ideji, linearis, invaridns, kauzalis SISO-rendszer rendszeregyenlete egy n-edrendi,
allando egyiitthatds linearis differenciaegyenlet:

y[k‘]—l—zn:aiy[k—i] = ibis[k‘—z’]. (6)
=1 =0

A {a;} a visszacsatol6 (feedback), a {b;} az el6recsatolé (feedforward) egyiitthatok. A rendszer
rendszama n.



2.4. FIR és IIR osztalyozas

Az impulzusvélasz tartéja szerint a diszkrét idejii rendszerek két alaposztalyba sorolhatok:

FIR (Finite Impulse Response)
Az impulzusvélasz csak véges K + 1 iitemig nem nulla:

wlk] = {elk] — e[k — (K +1)]} f[k], w[k] =0 ha k <0 vagy k > K. (7)

A rendszeregyenletben nincs visszacsatolds (a; = 0), igy a kimenet a bemenet véges méretii
sulyozott Gsszege:

k] = Y bislle— ). )

ITR (Infinite Impulse Response)
Az impulzusvalasz végtelen tartéju. A rendszeregyenlet rekurziv, azaz tartalmaz visszacsato-
last (a; # 0 legalabb egy i-re).

Megjegyzés. A FIR rendszer halozati realizacidja transzverzdlis (csak elérecsatolds van), a kimenet
egy mintavételezett mintaablak konvolicidja a b; egyiitthatékkal. Az ITR rendszer realizécidja re-
kurziv (visszacsatolt) halézat. A két osztaly eltérd tervezési filozofiat és kiillonboz6 tulajdonsigokat
jelent (lasd 8 szakasz).

2.5. Stabilitas

Egy diszkrét ideji, linearis, invaridns rendszer

» aszimptotikusan stabilis, ha a karakterisztikus polinom (azaz (6) bal oldaldanak karakterisz-
tikus egyenlete) minden \; gyokére |\;| < 1 teljesiil;

o gerjesztés-valasz stabilis (BIBO), ha az impulzusvélasz abszolit 6sszegezheto:

oo

Z |lwlk]| < oo. 9)

k=—o0
A FIR rendszer az impulzusvéalasz végessége miatt mindig BIBO-stabilis. Az ITR rendszer stabilitdasa
a z-tartomanyban a pélusok elhelyezkedésével ellendrizheté (lasd 4).
3. Frekvenciatartomanybeli leiras

3.1. Az atviteli karakterisztika

Stabilis DI rendszer szinuszos s[k] = S cos(Yk+p) gerjesztésére adott dllanddsult valasza ugyanazon
¥ normalt korfrekvencidju szinuszos jel:

ylk] =Y cos(Vk + ). (10)
A komplex cstcsértékek S = Sel?, Y =Y el?. Hanyadosuk az dtviteli karakterisztika:
- Y
W) = —. 11
(@) = 5 (1)
A rendszeregyenletre alkalmazva a ¢ szerinti komplex leirast:
: m o b; —jw
W(el?) = —2=i=0iC (12)

A W (el?) fiiggvény ¥-ban 2 szerint periodikus, ezért a 9 € [—7, 7] tartomanyon szokas dbrazolni.
A 9 = wT; kapcesolat alapjan a 9 = m a Nyquist-frekvencidnak felel meg.



3.2. Amplitadé- és faziskarakterisztika
W (") = K@) o, K@) =W ()], @) =argW(e"). (13)
Az amplitudokarakterisztika dbrazoldsa szokdsosan dB-ben: Kgp(¥) = 20log;q K (9).

3.3. Az impulzusvalasz és a frekvenciakarakterisztika

A diszkrét idejii Fourier-transzformécié (DTFT) értelmében:

W(e?) = i wlk] ek, (14)

k=—o00

Tehat a rendszer frekvenciavalasza az impulzusvalasz DTFT-je. Ez a digitalis szlir6tervezés
alapegyenlete: ha ismerjik a kivint Wy(el?) karakterisztikdt, akkor inverz DTFT-vel kapjuk a
(potencidlisan végtelen tartoji) impulzusvdlaszt, amelyet véges hosszra kell csonkolni FIR-tervezés
esetén.

4. A z-transzformacio és az atviteli fiiggvény

4.1. A z-transzformacié definicidja

Az s[k] belép6 (s[k] =0, k < 0) DI jel egyoldali z-transzforméltja:
S(z) = Z{s[k]} = Z s[k] 2%, zeC. (15)
k=0

A sor a z-sfk egy |z| > R konvergenciatartomanyan abszolit konvergens. A DTFT S(¢/?) a z-
transzformalt egységkorre (|z| = 1) vett kiértékelése (ha az egységkor a konvergenciatartoményba
esik).

Fontos transzforméltak: Z{5[k]} = 1, Z{e[k]} = =, Z{c[k] "} = 7= Az eltoldsi tétel:
Z{s[k —i]} = 27" S(2) (belépé jelekre).

4.2. Az atviteli fiiggvény

A rendszeregyenletre alkalmazva a z-transzformaciét és belépd gerjesztést feltételezve:
V() (1+ Y ™) = S(2) Y bz, (16)
i=1 i=0

ahonnan az dtviteli fiiggvény:

Y(2) bo+biz7 b+ bz ™
W(z) = = . 17
(2) S(z)  l14azl+-+az™ (17)
A W(z) az impulzusvélasz z-transzformaltja: W (z) = Z{w[k]}.
4.3. Poélus-zérus felbontas, stabilitas
Gyoktényezos alakban:
W(s) = (z—21)(z—22) (2 — zm) (18)

(z=p1)(z—p2)-- (2= pn)’

ahol z;-k a zérusok (a szamlalo gyokei), p;-k a pdlusok (a nevezd gyokei).



4.1. Tétel (BIBO-stabilitds z-tartomanyban). Egy diszkrét ideji, linedris, invaridns, kauzdlis
rendszer akkor €s csakis akkor gerjesztés-vdlasz stabilis, ha dtviteli fliiggvényének minden pélusa az
egységkor belsejében van:

pil <1, i=12,...,n (19)

Geometriai értelmezés: W(el?) az atviteli fiiggvény z = e helyen vett értéke, azaz a
z-stkon az egységkor pontjain mozogva olvashatjuk le a frekvenciavalaszt. Egy egységkorhoz kozeli
polus a karakterisztikdn éles csticsot (rezonanciat), egy egységkorhoz kozeli zérus pedig mély
bevagast (notch) eredményez.

4.4. Kapcsolat az alapleirasok kozott

Rendszeregyenlet s[k]=6[k] Impulzusvalasz
(differenciaegyenl.) wlk]
Z DTFT
Atviteli fiiggvény |, z=elY \| Frekv. karakt.
W (z) " T w(Ee)

5. Szurospecifikacio és szilir6tipusok
5.1. Az idedlis frekvenciaszelektiv sziir6k
A négy alapvetd szelektiv karakterisztika (9, vagasi normalt korfrekvencidval):
o Aluldtereszté (LP): |[W(e/?)| = 1 ha || < 9., egyébként 0.
o Felilldtereszté (HP): |[W(el?)| = 1 ha ¥, < |9| < 7, egyébként 0.
o Sévatereszté (BP): [W (/)| = 1 ha 91 < |[9] < ¥a.
o Sévzéard (BS): a savatereszté komplementere.
Az idedlis aluldteresztd sziir6 impulzusvélasza (a tankonyv 10.6. dbrajaval 6sszhangban):

walk] = W keZ. (20)

Ez a sinc-jellegii impulzusvélasz nem belépd (a k < 0 iitemekben sem nulla), tehat a rendszer nem
kauzdlis, igy nem realizdlhato. Ezért nevezik idedlis sziirébnek — csak kozelitheto.

5.2. Realis sziirOspecifikacio

A gyakorlatban megengediink:
o véges meredekségli dtmeneti tartomdnyt (9, dteresztd szél, ¥y zard szél),
o ingadozést az atereszté tartomanyban (6, ripple),

o véges elnyomést a zar6 tartomanyban (ds vagy As dB-ben).

Ezeket egy un. tidrésdiagram foglalja Ossze:



W]
[ ===

dtmeneti

6. FIR szurok

6.1. Tulajdonsagok

A FIR sziird rendszeregyenlete a konvolicids 6sszeg (8), ahol a b; egytitthaték megegyeznek az
wli] impulzusvalasz mintdival:

N-1
ylk] = Z hli] s[k — 1], hli] = wli] = b;. (21)

1=

A sziir6 hossza N, a szlird rendszdma N — 1. Atviteli fliggvénye:

N-1
W(z) = Z h[i] 27" (22)
i=0
A FIR szlir6 minden pdlusa a z = 0-ban van, ezért mindig stabilis.

6.2. Linearis fazis

Egy FIR szlir6 linedris fdazisu, ha az impulzusvilasz szimmetrikus vagy antiszimmetrikus a
koézéppontjara:

hli] =+h[N —1—1i], i=0,1,...,N—1. (23)
Ekkor a faziskarakterisztika ¢(9) = —%19 + ¢p alakt, azaz a csoportkésleltetés 7, = %
konstans — ez alakhi jeldtvitelt biztosit az ateresztd tartoményban (a kiinduldsi hulldmformat
csak késlelteti, nem torzitja). Ez a tulajdonsdg IIR-rel csak kozelitéleg érhetd el (allpass-ekkel), és
kulcsfontossagua pl. audio-, kép-, EKG-sziirésnél.
6.3. Tervezés ablakozassal
A leggyakoribb és pedagdgiailag legtisztabb FIR-tervezési modszer. Lépések:

1. Az idedlis szlir6 wg[k] impulzusvalaszat (20) szerint felirjuk (LP, HP, BP, BS).

2. A wglk]-t egy wy,|k] ablakfiiggvénnyel megszorozzuk és véges hosszra csonkoljuk:
hlk] = wqlk] - wy (K], k=0,1,...,N — 1. (24)

Az ablakozas egytttal % item eltolast (késleltetést) is alkalmaz a kauzalitds biztositaséara.

3. Az ablak megvéalasztasa szabja meg az atereszté-tartomanybeli ingadozast és a zard-tartomanybeli
elnyomast.

A fontosabb ablakfiiggvények tipikus paraméterei:



Ablak Fényalab-szélesség (AY) Mellékhullam csillapitdas Zaré ttarto. csill. (Ay)

Téglalap (rectangular) 1,87 /N —13 dB ~ 21 dB
Bartlett (hdromszog) 6,17 /N —25dB ~ 25 dB
Hann 6,2 /N —-31dB ~ 44 dB
Hamming 6,6m/N —41 dB ~ 53 dB
Blackman 11w /N —57 dB ~ 74 dB
Kaiser (B) allithaté allithatd allithatd

A Kaiser-ablak a § paraméterén keresztiil folytonosan hangolhaté kompromisszumot biztosit.
Adott A zaré-csillapitds és A dtmeneti szélesség alapjan (§ és a sziikséges szlir6hossz N Kaiser
empirikus képleteivel becsiilheto.

6.4. Egyéb FIR-tervezési médszerek

Frekvenciamintavételezés
A kivant Wy(el?) karakterisztikat N ekvidisztans frekvencidn mintavételezziik, majd inverz
DFT-vel kapjuk a h[k| egytitthatokat.

Parks—McClellan (Remez-csere) algoritmus
Ekvi-ripple optimum a Csebisev-norma értelmében. A megadott specifikacidhoz a legkisebb
fokszami FIR szlir6t szolgéaltatja.

Legkisebb négyzetes (LS) tervezés
A [|W(e?) — Wy(e??)|2d¥ hibat minimalizalja.
6.5. FIR realizaciés struktarak

o Direkt forma (transzverzalis): a (8) képlet kozvetlen leképezése késleltetSk (D), szorzdk és
Osszegzok hélézatéra.

e Transzponalt direkt forma: a transzponacios tétellel szarmaztatott alak, kvantalasi szem-
pontbdél gyakran kedvezdbb.

o Linearis fazisu struktura: kihaszndlja a h[i] = h[N—1—i] szimmetrit, igy a szorzok szdma
felezddik.

7. IIR sziurok

7.1. Altalanos alak

Az TIR sz(ir6 rendszeregyenlete (6), atviteli fliggvénye (17). A rekurziv struktira miatt joval
kisebb fokszammal érhet6 el ugyanaz a szelektivitas, mint FIR-rel, de:

 a stabilitas kiilon ellendrzendé a pélusok elhelyezkedésébol,
e a fazismenet nemlinearis,

o a kvantélasi hatasok kritikusabbak (limit cycle, koefficiens-érzékenység).

7.2. Tervezés analég prototipusbdl

Az TIR-tervezés legelterjedtebb ttja: kiindulunk egy folytonos idejii H(s) anal6g prototipusbdl
(Butterworth, Csebisev-I, Csebisev-11, elliptikus / Cauer, Bessel), amelynek tervezése klasszikusan
jol megoldott, majd egy s — z leképezéssel attériink a z-tartomédnyba.



Az analég prototipusok jellemzdi:
Butterworth Maximalisan lapos |H (jw)|?, monoton, linedris faziskozelités gyenge.
Csebisev-I Ateresztében ekvi-ripple, zdréban monoton.

Csebisev-II Atereszt6ben monoton, zaréban ekvi-ripple.

Elliptikus (Cauer) Mindkét tartoményban ekvi-ripple, adott specifikdciéhoz a legkisebb fok-
Szam.

Bessel Maximélisan lapos csoportkésleltetés (kozelitéleg linedris fazis).

7.3. Bilinearis (Tustin) transzforméacio

A tankonyv 10.5. szakasza szerint az analog W (s) atviteli fliggvény diszkretizalasa a kovetkez6
helyettesitéssel végezheto:

(25)

Tulajdonséagai:
o A teljes jw tengelyt az egységkorre, a bal félsikot az egységkor belsejébe képezi le. Tehat stabil
analog rendszerbol stabil digitdlis rendszer dall elo.

o Egy-egy értelmii, raciondlis leképezés — nem keletkezik aliasing (szemben az impulzusinvarians
transzforméciéval).

e A frekvenciatengely nem linedris médon torzul:

2 9
Wa = T tan<2) , 0 = wyTs. (26)

Ez a frekvenciaelhajlds (frequency warping). Ezért a tervezés elétt a kritikus frekvencidkat

elbtorzitani (prewarp) kell:
.2 wyT.
wa:Tstan< 25> (27)

7.4. Impulzusinvarians transzformacio

Egy alternativa: a folytonos idejli hy(t) impulzusvalaszt T szerint mintavételezziik:
hlk] = Ts ha(kTs). (28)

Az analég pélusok és diszkrét pélusok kapcesolata pg = ePe’s. Hatranya: a folytonos ideji
spektrum periodikus folytatdsa aliasingot okoz, ezért csak savkorlatozott analég prototipusokra
(LP, BP) ajanlott.

7.5. Az IIR-tervezés lépésrendszere
1. A digitalis sztir6 specifikacidja (9, Vs, 0p, 0s).
2. Az anal6g prototipus (LP) frekvencidinak el6torzitasa (26) alapjan.

3. Az anal6ég LP prototipus (Butterworth/Csebisev/elliptikus) fokszamanak és H,(s) atviteli
fliggvényének tervezése.

4. Frekvenciatranszformacioval LP — HP, BP, BS megvalésitasa.
5. Bilinedris transzformaciéo H,(s) — Hgy(z) (25) szerint.

6. Realizacié (struktira, kvantélds, fixpontos aritmetika ellendrzése).



7.6. IIR realizicids struktiurak

Direkt forma 1
A szamlalo és nevezd koefficienseit kiilon blokkokban valdsitja meg, ezért m + n késleltetét
hasznal. Tulcsordulasra rendkiviil érzékeny.

Direkt forma II
(kanonikus) A két blokkot Gsszevonja, mindéssze max(m,n) késleltetével. Kvantédlasi szem-
pontbdl kedvezétlen, mert a kéztes csomépont nagy dinamikaval rendelkezik.

Kaszkad realizacio

. , - e bysz— ) bgz—?
A W (z) mésodfoki szekcidk szorzataként irodik: W(z) = []; bff;’ilj,l ;;I’;?ZZ,Q .
7 3

szempontbol a leggyakrabban hasznalt struktira (biquad sections).

Numerikus

Parhuzamos realizacio
W (z) parcialis tort felbontasa.

Lattice/lattice-ladder struktiara
Adaptiv sziir6kben, beszédkddoldsban (LPC).

8. FIR és IIR o0sszehasonlitasa

Szempont

FIR

IIR

Stabilitas

Lineéaris fazis
Memoériaigény / fokszdm
Tervezés

Kvantalédsi érzékenység
Visszacsatolas

Csoportkésleltetés
Tipikus alkalmazas

Mindig stabilis

Egyszertien elérhet6 szimmetri-
kus h[k]-val

Adott specifikdciohoz nagyobb
fokszam sziikséges

Egyszerii (ablakozds, Parks—
McClellan)

Kicsi, nincs limit cycle

Nincs (transzverzalis)

Konstans (lin. f4zis)

Audio, kép, kommunikécié (lin.
fazis kell)

A poélusoknak az egységkoron be-
lil kell lennitik

Csak kozelitéleg (allpass-szal)
Lényegesen kisebb fokszam

Analég prototipuson keresztiil,
bilinearis transzformaciéval

Nagy, lehet limit cycle, tdlcsor-
dulés

Van (rekurziv)

Frekvenciafiiggd

Vezérlés, biomedikai mérés, kis
er6forras esetén

9. Megvalé6sitasi kérdések

9.1. Véges szb6hossz és kvantalasi hibak

A digitalis szir$ gyakorlati realizacidéjakor négy kiillonbo6z6 kvantalasi hatassal kell szamolni:

1. ADC kvantéalési zaj: a bemeneti mintdk B bitre kerekitése 02 = ¢%/12 varianciaji additiv
zajt eredményez (¢ a kvantum).

2. Koefficiens-kvantalas: a {a;,b;} kerekitése a pélusok és zérusok elmozduldsihoz, ezért a
karakterisztika torzulasdhoz vezet. IIR esetén az érzékenység dramaian néhet, ha a poélusok a
z = 1 kozelében vannak (ezért hasznalnak biquad-kaszkadot).

3. Aritmetikai kerekitési zaj: minden szorzas utan kerekités, amely a strukttiran 4t a kimenetre
szuperponalédik.

4. Tulcsordulas: rogzitett pontos aritmetikdban a koztes érték skalazasa kritikus — gyakran Lo-
vagy Lo,-norma alapjan.
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9.2. Limit cycle

IR szlir6knél véges széhossz esetén nulla bemenetnél is megjelenhet egy kis amplitidéju periodikus
oszcillacié (granular limit cycle), illetve nagy bemenetnél a tulcsordulds miatt nagy amplitidéja
overflow limit cycle. Megakadalyozasara bevezetheté a wraparound aritmetika helyett telitéses
aritmetika, illetve specidlis strukturdk (pl. méasodik rendii szekcidk biquad alakja).

9.3. Hardver-platformok

» Lebegépontos DSP/CPU (TMS320C6x, ARM Cortex-M F-sorozat, x86 SIMD): kvantalasi
hatésok altaldban elhanyagolhatok, konnyli prototipizélas.

» Fixpontos DSP, mikrokontroller (Cortex-M0/M3/M4): a Q. formatum, skaldzas, telités
és blokkos lebegé&pontos (block floating point) aritmetika gondos tervezést igényel.

o FPGA / ASIC: parhuzamosan realizalhaté transzverzdlis struktirdk, MAC-celldk; nagy
mintavételi frekvencia érheté el (radar, szoftverradid).

o« NPU / TinyML platformok: mély halézatok kombinaldsa klasszikus sziir6kkel (el6feldolgozd
pipeline) ipari, biomedikai, bioakusztikai alkalmazasokban.

10. Szampélda: masodrendi IIR alulatereszt6 bilinearis tervezés-
sel

o

Feladat. Tervezziink masodrendi Butterworth alulatereszt6 digitalis szlirét f. = 100 Hz vagasi
frekvenciaval, fs = 1 kHz mintavételi frekvencian.

1. 1épés — el6torzitis. A digitalis vagasi normalt korfrekvencia 9. = 2n f./fs = 0,27w. Az
analég elGtorzitott vagasi korfrekvencia:

2 Y
wr = — tan<c> = 2fstan(0,17) ~ 649,84 rad/s.
T 2
2. 1épés — analég prototipus. A normailt 2. rendi Butterworth aluldtereszté: H,(s) =
w2
s2 4+ V2wrs +wi2
3. 1épés — bilinearis transzformacié. Helyettesitsiik (25) szerint s = 2f5 (z —1)/(z + 1).
Egyszertsités utan:

_ 0,06746(1 + z=1)2
1 -1,14302"1 40,4128 22"

4. lépés — ellendrzés. A polusok p;o = 0,5715 £ j0,2980, igy [p12| = 0,6425 < 1, a
sziir stabilis. A ¥ = 0-ban W (1) =1, a ¥ = m-ben W (—1) = 0, ami megfelel az alulatereszto
kdévetelményének.

W(z)

Python ellendrzés (scipy.signal):

import numpy as np
from scipy import signal

fs = 1000.0 # mintavételi frekvenctia [Hz]
fc = 100.0 # vagasi frekvencia [Hz]
N =2 # rendszam

# Butterworth IIR LP tervezés bilinedris transzformdcidval
# (a SciPy alapértelmezetten ezt haszndalja és eldtorzit)
b, a = signal.butter (N, fc/(fs/2), btype=’low’)

11



12
13
14
15
16
17
18

# Stabilitas-ellendrzés

poles = np.roots(a)
print ("Pélusok:", poles)
print("|p_i|l :", np.abs(poles)) # mindegyik < 1 -> stabilis

# Frekvenciakarakterisztika
w, H = signal.freqz(b, a, fs=fs)

11. Alkalmazasi teriiletek

o Audiotechnika: ekvalizacid, zajkapuk, dinamikatomorités, térhatas (Schroeder-zengetdk).

o Telekommunikacié: pulzusalakité sziirék (root raised cosine), csatornakiegyenlités, MFCC-
spektrogram eléfeldolgozas.

« Biomedikai jelfeldolgozas: EKG bazisvonal-eltavolitas (HP-sziir$), 50/60 Hz-es notch,
izomzaj eltavolitas.

e Meéréstechnika és vezérlés: anti-aliasing elGsziiré digitalizacio el6tt, mintavételezett szaba-
lyozési hurkok (z-tartomanybeli PID).

e Szeizmolébgia, hidroakusztika, bioakusztika: keskenysavu detektorok, savatereszt6 bankok,
ML-alapt el6feldolgozési lancok.

e Radar- és szoftverradidé-rendszerek: Doppler-sziirés, decimalé FIR-bankok, polifazis
sziir6szerkezetek.

» Képfeldolgozas: 2D-FIR konvoliiciés magok (Sobel, Gauss, Laplace), separable design.

12. Osszefoglalas

A digitalis sziir$ egy diszkrét idejii, linedris, invarians (éltaldban kauzalis) rendszer, amely jelek
frekvenciatartalmat alakitja. Haromféle, egyméssal ekvivalens leirasa lehetséges: az idétartomany-
beli rendszeregyenlet (differenciaegyenlet), illetve impulzusvélasz; a 9 normalt korfrekvencian
értelmezett W (el?) 4tviteli karakterisztika (DTFT); valamint a z-tartoméanybeli W (z) atviteli
fiiggvény. Az utébbi poélus-zérus elrendezése mind a stabilitasrél (|p;| < 1), mind a frekvenciamenet
alakjardl kozvetlen geometriai informéciét nytjt.

A sziir6osztalyozds alapdichotémidja az impulzusvélasz tartdja szerint a FIR — ITR meg-
kiillénboztetés. A FIR szlir6k mindig stabilisak, linearis fazis egyszerlien elérhetd és kvantalasi
szempontbol robusztusak; cserébe nagyobb fokszdmot igényelnek. A leggyakoribb tervezési modsze-
ritk az ablakozéasos eljaras vagy a Parks—McClellan optimum. Az IIR szlir6k rekurziv struktardjuk
miatt jéval kisebb fokszammal érnek el meredek szelekcidét, am a stabilitas és a fazislinearitas
kiilon gondot igényel; tipikus tervezésiik anal6g prototipuson (Butterworth, Csebisev, elliptikus)
keresztiil torténik, a z-sikba a bilinedris (Tustin-)transzforméaciéval valé attéréssel, megfeleld
frekvencia-elGtorzitassal.

A gyakorlati realizici6 sordn a véges széhosszb6l eredd kvantalasi effektusokat (koefficiens-
érzékenység, kerekitési zaj, tilcsordulds, limit cycle) megfelel6 struktiravilasztéssal (pl. kaszkadba
kotott masodrendii szekcidk) és skalazdssal lehet kezelni. A sziir6 hardveres megvaldsitasa
lebegépontos vagy fixpontos DSP-n, mikrokontrolleren, FPGA-n vagy dedikalt gyorsitéhardveren
torténhet, az alkalmazas mintavételi frekvencia, energia-, késleltetés- és pontossigigénye szerint.
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